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この文章では、直観主義論理のクリプキ意味論の完全性の構文論的な証明につい
て扱います。もともとその証明は本橋信義先生の論文1に書かれています。その論文
に書かれている証明は非常にわかりづらいものとのことですが、その論文の解読を
上江洲忠弘先生がされています。もっとわかりやすい証明を与えることがこの文章で
の目的ですが、ここに書かれているアイデアの大半は古森雄一先生によるものです。

1 準備

直観主義命題論理と、古典述語論理を考える。
直観主義命題論理では、論理記号を｛⊃｝に制限し、命題変数として、｛p、q、r・・・｝

が存在するものとする。
古典述語論理では、論理記号として、｛⊃、∀、⊥｝を導入し、述語記号として、2

変数述語記号｛≤｝があり、さらに、直観主義命題論理の命題変数｛p、q、r・・・｝に
対応した 1変数述語｛p(x)、q(x)、r(x)・・・｝が存在するものとする。
ここで、直観主義命題論理の論理式 αが与えられたとき、古典述語論理の論理式

x |= αを以下のように定義する。
定義 1(x |= αの定義）

1. α ≡ p（命題変数）のとき　 x |= α ≡ p(x)

2. α ≡ β ⊃ γのとき x |= α ≡ ∀y(x ≤ y ⊃ y |= β ⊃ y |= γ)

例えば、α ≡ p ⊃ q ⊃ pのとき、

x |= α ≡ ∀y(x ≤ y ⊃ p(y) ⊃ ∀z(y ≤ z ⊃ q(z) ⊃ p(z))

となる。

1A faithful interpretation of intuitionistic predicate logic in classical predicate logic, Comment.
Math. Univ. St. Pauli, XXI-2, 11-23, 1972
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次に、論理式の列 Γを、

Γ ≡ ∀x∀y∀z(x ≤ y ⊃ y ≤ z ⊃ x ≤ z)、∀x(x ≤ x)、

∀x∀y(x ≤ y ⊃ p(x) ⊃ p(y))、∀x∀y(x ≤ y ⊃ q(x) ⊃ q(y))、∀x∀y(x ≤ y ⊃ r(x) ⊃ r(y))・・・

と定義する。
また、直観主義命題論理はLJ、古典述語論理はLKで考える。LKの定義は以下

のようなものとする。
　
定義 2(古典述語論理 LK の定義）
公理

(I) α → α

(N) ⊥ → α

推論規則

Σ → ∆, α β,Λ → Θ
α ⊃ β,Σ, Λ → ∆, Θ

(⊃→)
α,Σ → ∆, β

Σ → ∆, α ⊃ β
(→⊃)

[y/x]α,Σ → ∆
∀xα,Σ → ∆

(∀ →)
Σ → ∆, α

Σ → ∆,∀xα
(→ ∀)

Σ → ∆
α,Σ → ∆

(w →) Σ → ∆
Σ → ∆, α

(→ w)

　ただし、規則 (→ ∀)では、下式に xは freeに現れないものとする。
この体系では論理式の列を集合として解釈する。例えば、α, β, α → β, β という

sequent は、α, β → β に等しいと解釈する。そのため、この体系では推論規則に
exchangeや contructionは存在しない。

2 目標

最終的な目標は以下を示すことである。
定理 1 LJ および、LK について以下が成立する。

⊢LJ→ α ⇔ ⊢LK Γ → x |= α

　⇒が成立するのは、→ αを示す証明図の長さに関する帰納法で容易に示せるの
で、⇐が問題となる。

Γに含まれる論理式∀x∀y∀z(x ≤ y ⊃ y ≤ z ⊃ x ≤ z)、∀x(x ≤ x)は順序（擬順序）
を表現する論理式であり、∀x∀y(x ≤ y ⊃ p(x) ⊃ p(y))、 ∀x∀y(x ≤ y ⊃ q(x) ⊃ q(y))
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・・・は、遺伝性を表現する論理式と考えることができるので、Γ → x |= αという
sequentは、直観主義論理のクリプキモデルで validとなることを表現する sequent
と考えることができる。
つまり、上の予想は、直観主義論理で論理式 αが証明できることと、古典論理で

「クリプキモデルで validとなることを表現する sequent」が証明できることが同値で
あることを意味している。
⇐の証明を考えるが、その前に論理体系 LJ∗および、LK−を定義する。

3 LJ∗およびLK−について

論理体系 LJ∗は、LK の推論規則のうち、(→⊃)と (→ ∀)を以下のように変えた
体系である（この場合の LJ∗は述語論理）

α, Σ → β

Σ → α ⊃ β
(→⊃) Σ → α

Σ → ∀xα
(→ ∀)

　他の規則は LKと同じなので、→の右辺に、複数の論理式が存在してもよい。そ
のため、LJでは証明できないが、LJ∗では証明できる sequentが存在する。しかし、
LJ で証明できる論理式の集合と、LJ∗で証明できる論理式の集合は等しくなること
が知られている。つまり、次の定理が成立する。
定理 2　 LJ と LJ∗において、以下が成立する（LJ が命題論理なら LJ∗も命題

論理。LJ が j述語論理なら LJ∗も述語論理で）。

⊢LJ→ α ⇔ ⊢LJ∗→ α

　次に、論理体系 LK−を定義する。LK−の公理は LKと同様であり、推論規則は
以下のようなものである。

推論規則

Σ → ∆, α β,Σ → ∆
α ⊃ β, Σ → ∆

(⊃→)
α,Σ → Θ, β

Σ → Θ, α ⊃ β
(→⊃)

[y/x]α, Σ → ∆
∀xα,Σ → ∆

(∀ →)
Σ → Θ, α

Σ → Θ,∀xα
(→ ∀)

Σ → Θ
α, Σ → Θ

(w →) Σ → Θ
Σ → Θ, α

(→ w)
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　ただし、規則 (⊃→)および (∀ →)については、∆が空であるか、atomicな論理式
の列である時に規則を適用できるものとする。また、規則 (→ ∀)では、下式に xは
freeに現れないものとする。
このように定義したLK−は、LKと同等の強さを持つ体系になる。つまり、以下

の定理が成立する。
定理 3　 LK と LK−において、以下が成立する。

⊢LK Σ → Θ ⇔ ⊢LK− Σ → Θ

4 定理1の証明の方針

この LJ∗と、LK−を利用して、定理 1を示す。まず、次の定理が成立する。
定理 4 　 LJ と LJ∗について以下が成立する。

⊢LJ→ α ⇔ ⊢LJ∗ Γ → x |= α

さらに、次の予想を示せば定理 1が証明できる。
予想 1　 LJ∗と LK−について以下が成立する。

⊢LJ∗ Γ → x |= α ⇔ ⊢LK− Γ → x |= α

　この予想を示すために admissible sequentという概念を定義する。LK−における
Γ → x |= αの形の sequentの証明図を考える。この証明図に現れうる sequentのこ
とを admissible sequentと呼ぶことにする（厳密な定義はここでは省略）。予想 1を
拡張した以下の予想を示すことを考える。
予想 2 　 Σ → ∆が admissible sequentのとき LJ∗と LK−について以下が成立

する。
⊢LJ∗ Σ → ∆ ⇔ ⊢LK− Σ → ∆

　 Γ → x |= αの形の sequentは、当然 admissible sequentであるので、予想 2は、
予想 1よりも強い予想である。LJ∗で証明できる sequentは LK でも証明可能であ
り、定理 3より LK と LK−の証明能力は等しいので、予想 2において、⇒は明ら
かである。⇐の証明は、Σ → ∆を示す LK−の証明図の長さに関する帰納法で行う
が、最後に使われた規則が (→⊃)の時と、(→ ∀)の時が問題となる。
例えば、最後の規則が (⊃→)の時は、

Λ → ∆, α β,Λ → ∆
α ⊃ β,Λ → ∆

(⊃→)
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より、帰納法の仮定から ⊢LJ∗ Λ → ∆, α かつ、⊢LJ∗ β,Λ → ∆となる。上の規則は
LJ∗でも正しい規則なので α ⊃ β, Λ → ∆は、LJ∗で証明可能となる。
しかし、最後の規則が (→⊃)の時は、

α, Σ → Θ, β

Σ → Θ, α ⊃ β
(→⊃)

より、帰納法の仮定から⊢LJ∗ α,Σ → Θ, βであるが、このままではLJ∗の規則 (→⊃)
を適用することはできない。LJ∗ では、規則 (→⊃)は→の右辺は β のみでなけれ
ばならないからである。よって、⊢LJ∗ α,Σ → β を示すことができればよいが、そ
のためには、Γ → x |= αの形の sequentを示す証明図に関する性質や、admissible
sequentの性質等を考察する必要がある。
最後に、admissiblesequentの持つ性質を一つ挙げておく。

定理 5 Σ → ∆が admissible sequentならば、論理式の列∆に含まれる atomicでな
い論理式の数は高々一つ。

　Σ → ∆の∆に、atomicでない論理式が二つ以上含まれていた場合、この sequent
には、推論規則 (⊃→)を適用することは出来ない。また、LK−では、→の右辺の
論理式の個数が減る規則は (⊃→)の一つだけである（Cutは存在しない)ので、右辺
の論理式の数を減らすことはできない。一方、Γ → x |= αという sequentは、→の
右辺の論理式は x |= αの一つだけである。admissible sequentは、Γ → x |= αとい
う形の sequentの LK−での証明図に現れうる sequentなので、右辺に atomicでな
い論理式が二つ以上含まれるときには、admissible sequentではない。
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